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A regular graph is a graph where each vertex has the same degree, that is there are the
same number of edges connected to it. This study examines the spectrum of the detour
matrix of a regular graph. The research was conducted using the literature review
method, namely by studying references related to the topic being studied. The aim of
this research is, firstly to find out the results of the matrix detour spectrum of an r-
regular graph that has n vertices with n = r + 1 for 1 < r < 6. The second objective is
to find out the general formula of the spectrum of a regular graph detour matrix. In order
to obtain the result we first draw an r-regular simple graph, then we determine the
detour matrix of the graph. From the detour matrix that has been determined then we
find the spectrum by determine the eigenvalues and their multiplicity. Then, from the
results that have been obtained, a pattern can be noticed to determine the general form
of the detour matrix spectrum of a regular graph. From the research that has been done,
it can be concluded that the spectrum of the detour matrix of a simple r-regular graph
withn=r+1fori1<r < 6isspecD _ (rlz —r)
r
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Graf teratur adalah graf yang setiap simpulnya berderajat sama, yaitu banyaknya sisi
yang terhubung dengan setiap simpul sama. Penelitian ini mengkaji spektrum matriks
detour dari graf teratur. Penelitian dilakukan dengan menggunakan metode studi
pustaka yaitu dengan mempelajari referensi yang berkaitan dengan topik yang sedang
dikaji. Tujuan dari penelitian ini adalah, pertama-tama untuk mengetahui hasil
spektrum detour matriks dari graf r-teratur yang memiliki n simpul dengann =r + 1
untuk 1 < r < 6. Tujuan kedua adalah untuk mengetahui rumus umum spektrum
matriks detour graf teratur. Untuk mendapatkan hasilnya, pertama-tama kita
menggambar graf r-teratur sederhana, kemudian kita menentukan matriks detour dari
graf tersebut. Dari matriks detour yang telah ditentukan kemudian dicari spektrumnya
dengan menentukan nilai eigen dan multiplisitasnya. Kemudian dari hasil yang telah
diperoleh dapat diketahui suatu pola untuk menentukan bentuk umum spektrum
matriks detour dari suatu graf teratur. Dari penelitian yang telah dilakukan dapat
disimpulkan bahwa spektrum matriks detour dari graf r-teratur sederhana dengan n =
r+1untuk1 < r < 6adalah specy = (Tz —r)-
1 r

I.PENDAHULUAN

Sebuah graf adalah suatu himpunan tak kosong
yang masing-masing unsurnya disebut simpul
(vertex) dan suatu himpunan pasangan tak
berurutan dari simpul-simpul tersebut yang

disebut sisi (edge). Sebuah graf dilambangkan
dengan G (V,E) . Notasi V(G) menyatakan
himpunan simpul di graf ¢ dan E (G) menyatakan
himpunan sisi pada graf ¢. Dua sisi atau lebih
yang menghubungkan pasangan titik yang sama
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disebut sisi ganda, dan sebuah sisi yang
menghubungkan sebuah titik ke dirinya sendiri
disebut loop. Graf yang tidak mengandung loop
dan sisi ganda disebut graf sederhana. Terdapat
beberapa jenis graf dalam ilmu matematika, dan
graf teratur merupakan salah satunya. Suatu graf
dikatakan teratur (regular) jika semua simpulnya
memiliki derajat yang sama, yaitu banyaknya sisi
yang terhubung ke setiap simpul pada graf
tersebut adalah sama. Jika derajat setiap simpul
adalah r, graf ¢ dikatakan graf teratur dengan
derajat r atau disebut juga graf r-teratur
(Rahayuningsih, 2018).

Contoh graf teratur dengan derajat 3 atau disebut
juga graf 3-teratur dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf 3-teratur

Salah satu kasus yang dapat dikaji dalam graf
teratur adalah dengan mencari nilai spektrumnya.
Spektrum (Spectrum) dari sebuah graf, menurut
definisi, adalah matriks yang memuat nilai-nilai
eigen beserta banyaknya multiplisitas dari nilai
eigen tersebut (Brouwer dan Haemers, 2012).
Nilai eigen tidak hanya dapat diaplikasikan dalam
bidang matematika, tetapi juga dapat diterapkan
dalam kehidupan sehari-hari, diantaranya untuk
menganalisis sinyal suara, gerak harmonik,
getaran suatu bangunan, dan analisis wajah
(Wadji dan Sugiantara, 2018). Penggunaan
matriks detour dapat diterapkan untuk
menentukan spektrum dari sebuah graf. Topik
tentang spektrum detour dari graf sudah diteliti
oleh beberapa peneliti matematika, seperti
penelitian Khusna (2011) yang meneliti tentang
spektrum matriks detour dari graf komplit
dengan n titik (K,,). Fokus dari penelitian yang
dilakukannya adalah untuk menentukan hasil dan
bentuk umum spektrum matriks detour dari graf
komplit. Setelah 3 tahun berselang Nafisah (2014)
melakukan penelitian tentang spektrum detour
graf dari grup dihedral p,, , untuk mengetahui
rumusan umum spektrum detour dari graf tidak
komutatif grup dihedral. Selanjutnya penelitian
yang dilakukan oleh Abdy dkk. (2020) terfokus
pada penentuan spektrum matriks detour dari
graf roda dengan n + 1 titik W, . Penelitian

tentang spektrum matriks detour dari graf teratur
belum pernah dilakukan sebelumnya Kkarena
alasan inilah, penulis tertarik untuk melakukan
penelitian tentang spektrum matriks detour dari
graf teratur. Tujuan dari penelitian ini adalah,
pertama-tama untuk mengetahui hasil spektrum
detour matriks dari graf r-teratur yang memiliki n
simpul dengan n=n=r+1 untuk 1<r<6.
Tujuan kedua adalah untuk mengetahui rumus
umum spektrum matriks detour graf teratur.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan metode kajian
pustaka, yaitu dengan mempelajari beberapa
referensi yang memuat materi yang berkaitan
dengan masalah yang dibahas. Referensi yang
dipakai adalah buku, jurnal ilmiah maupun artikel
dari internet. Pada penelitian ini juga digunakan
software maple untuk menentukan spektrum
matriks detour dari graf teratur .

Langkah pertama dari penelitian ini adalah
menggambar graf r-teratur sederhana yang
memiliki n simpul dengan n = r + 1 untuk nilai-nilai
1 < r < 6. Selanjutnya ditentukan matriks detour
dari graf-graf tersebut. Dari matriks detour yang
telah ditentukan kemudian dicari spektrumnya
dengan  menentukan nilai  eigen  dan
multiplisitasnya. Kemudian dari hasil yang telah
diperoleh dapat diketahui suatu pola untuk
menentukan bentuk umum spektrum matriks
detour dari suatu graf teratur.

I1. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Hasil Penelitian

Spektrum (Spectrum) dari graf terbatas G
didefinisikan sebagai matriks dari nilai-nilai
eigen beserta banyaknya multiplisitas dari nilai
eigen tersebut, jika nilai eigen dari matriks
tersebut adalah 2, >, >4, > >1,_; dan
banyak multiplisitasnya adalah
m(A0),M(A1), M(Ay), .., M(Ay_y) Maka spektrum
dari gaf ¢ dapat ditulis

Ao A A2

_ .
@) = | nde) m(A) m(iy) s

m(An_1)

Misalkan v(G) = {v,, v,, ..., v, } adalah himpunan
simpul dari graf terhubung . Spektrum graf biasa
dibentuk oleh nilai-nilai eigen dari matriks
ketetanggaan. Matriks detour D dari sebuah graf
terhubung G dinotasikan dengan D(G) . Nilai
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eigen dari D(G) membentuk spektrum G yang
dilambangkan dengan specp (G)
Karena matriks detour adalah symmetric, semua
nilai eigen y;, i = 1,2, ...,n adalah real, maka D-
spektrum dapat ditulis sebagai

M1 My Hn]
ml mz cee mn

specp (G) =
Pembahasan pada penelitian ini dibatasi pada graf
r — teratur yang memiliki n simpul dengan
dimana 1 < r < 6. Maka berdasarkan pembahasan
spektrum matriks detour graf teratur diperoleh
hasil dan pola yang dipaparkan pada Tabel 1
berikut.

Tabel 1 pola spektrum matriks detour graf

r —teratur
No | Graf r — Teratur | n Spektlr)uer;lll/i‘atrlks
1 — 2 1 -1
1 — teratur [1 : ]
2 2 — teratur 3 4 —2]
1 2
3 3 — teratur 4 [9 —3]
1 3
4 4 — teratur 5 [16 —4]
1 4
5 - 6 25 —5
5 — teratur [ S ]
6 6 — teratur 7 [36 —6]
1 6
B. Pembahasan
Tabel 1 memperlihatkan sebuah pola yang

menjadi dasar untuk menentukan dugaan bentuk
umum yang dituangkan dalam teorema sebagai
berikut:

Teorema 1

Misalkan G adalah graf r — teratur dengan n
simpul di mana n = r 4+ 1 dan D adalah matriks
Detour dari ¢, maka spektrum dari D adalah

specp = [le _rr]
Bukti:

Matriks detour dari graf r — teratur dengan n
simpul adalah sebagai berikut :

O r .. r r r
[r 0 ror r]
D= : oo
roT 0 r r
r T r 0 r
r vr - 1rv 1r 0
Kemudian ditentukan nilai eigen dengan

menggunakan polinomial karakteristik,

det(Db- A1) =0
Diperoleh nilai eigen untuk graf r-teratur, dengan
n simpul adalah :
A=r2atau } = —r
Dari nilai eigen yang telah diperoleh, ditentukan
basis dari ruang vektor eigen, sebagai berikut:

(D-ADx=0

=

S r r
I —) r r

X1
X2
: P : o | B0
r r - =4 r r||xa|
r r - r =1 r|l :
r rooeee T r = 0

Selanjutnya dengan mensubstitusi
eigen 1 = 2 dan 1 = —r ke persamaan di atas
diperoleh 3, =2 terbukti memiliki 1 basis
ruang vektor eigen dan untuk 4, = —r terbukti
memiliki r basis ruang vektor eigen. Jadi
spektrum matriks detour dari graf sederhana
r — teratur dengan n simpul dengan n =r+
1 adalah

<
S O OO

nilai-nilai

specp = [rlz _rr]
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IIL.LKESIMPULAN DAN SARAN

A Simpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah
diperoleh dalam penelitian ini, dapat disimpulkan
beberapa hal yaitu:

1. Berikut merupakan hasil-hasil yang telah
diperoleh dari spektrum matriks detour graf
r —teraturdengann=r+ 1dan1<r <6

a. Diketahui nilai eigen dari matriks detour
graf 1—teraturdengan n=2 yaitu A1=1
memiliki satu basis dan 4 = —1 juga memiliki satu

basis ruang vektor eigen, maka spektrum matriks
detour graf 1 —teratur dengan 2 simpul yaitu:

-1

y
b. Untuk graf 2 —teraturdengan n =
3 diperoleh A = 4 yang memiliki satu basis ruang
vektor dan A = —2 dengan dua basis ruang vektor

eigen. Sehingga spektrum matriks detour dari graf
2 —teratur dengan 3 simpul yaitu: spec, =

i 7

1 2

C. Nilai eigen dari matriks detour graf 3 —
teratur dengan n = 4 yaitu, A = 9 dengan satu
basis ruang vektor eigen dan untuk A=
—3 memiliki tiga basis ruang vektor eigen.

Sehingga diperoleh spektrum matriks detour
graf 3 — teratur dengan 4 simpul yaitu: spec, =

e
1 3

d. Matriks  detour  dari graf 4 —
teratur dengan n = 5 menghasilkan nilai eigen
A = 16 dengan satu basis ruang vektor eigen dan
A = —4 dengan empat basis dari ruang vektor
eigen. maka spektrum matriks detour graf
4 —teratur dengan 5 simpul yaitu: specp, =
[16 —4]

1 4

specp = [1

e. Untuk graf 5 — teraturdengan n =
6 diperoleh A = 25 terdapat satu basis ruang
vektor dan A = —5 dengan lima basis ruang
vektor eigen. Sehingga spektrum matriks detour
dari graf 5 —teratur dengan 6 simpul

yaitu: specp = [215 _55]

f. Graf 6 — teratur dengan n = 7 diperoleh
nilai eigen yaitu A = 36 dengan satu basis ruang
vektor eigen, dan untuk A = —6 memiliki enam
basis ruang vektor eigen. Sehingga spektrum

matriks detour graf 6 —teratur dengan 7 simpul
36 —6]

yaitu: specp = [1 5

2. Kemudian untuk bentuk dari spektrum
matriks detour dari graf sederhana r-teratur
dengan n simpul dengan n =r + 1, diperoleh
hasil sebagai berikut:

specp = [712 _rr]
B. Saran

Penelitian tentang graf dan presentasinya berupa
matriks telah menjadi perhatian dari banyak
peneliti matematika, namun aplikasinya belum
banyak diteliti. Bagi yang tertarik dapat
melakukan penelitian tentang aplikasi matriks
detour dari graf.
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